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课程信息

• 类别: 元培新生讨论课
• 学分: 1
• 时间: 周四 5-6节,共 8周
• 地点: 文史楼 103
• 助教: 韩旭
• 先修课程: 无
• 考核方式: 课堂表现 (60%) +讨论记录及总结 (40%)
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课程内容

逻辑学的基本知识与一系列逻辑谜题.

在解决谜题的过程中从零开始体会逻辑学的基本思想和方法，一
点点构造逻辑学相关的语言、语义、推理系统等.
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形式与目标

形式: 讲 (20%) +玩 (30%) +讨论 (50%).

目标: 在玩中学,通过造逻辑,用逻辑来理解逻辑学的思想和方法.

一次尝试,也可能会失败,大家一起努力让它自然生长.
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课堂讨论

• 平等,善意,开放,勇气,相互尊重
• 公平机会
• 老师更多是主持人不是演讲嘉宾
• 解谜不是竞赛,享受过程
• 不求快,但求深刻

警告: 不系统,不全面,不 (那么)严格,个别时候不正经.
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大概计划

• W1导言 (主要我讲)
• W2 - W3布尔连接词与命题逻辑
• W4 - W5模态词与模态逻辑
• W6 - W7量词与一阶逻辑
• W8悖论

命题逻辑的真值表，可能世界语义学，一阶逻辑的语义，相关证
明系统，一些数学和哲学的形式化理论.

计划可能赶不上变化...
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自我介绍下

有啥说啥,比如: 为啥选? 关于逻辑知道些啥? 感兴趣什么样的谜
题? 对什么学科有兴趣? 对课程有啥期待?

合张影好认人? 分下写讨论报告的组 (共七组) 7



选课的说谎者

一共十五个选课的同学:

• 同学 1: 这里有 1个同学在说谎
• 同学 2: 这里有 2个同学在说谎
• 同学 3: 这里有 3个同学在说谎
• ...
• 同学 14: 这里有 14个同学在说谎
• 同学 15: 这里有 15个同学在说谎

有几个同学在说谎?
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逻辑学 (不)是干什么的?



逻辑学研究啥?

大家几乎天天都在说 “逻辑”，但是作为学科它是研究什么的?

作为一个基础学科，狭义的逻辑学一般不太研究:

• 通俗的规律、机制、思维方式：投资逻辑、强盗逻辑...
• 辩论技巧：预设结论,目标是说服,大量修辞,共情技巧.
• 批判性思维：其中涉及一些广义的逻辑谬误的避免
• 语用推理：

王老师的讲的如何? 别提了...
王老师讲的很烂
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逻辑学研究啥?

作为一个基础学科，逻辑学一般也不太研究侦探的推理:

“他是刚从热带回来，因为他脸色黝黑，但是，
从他手腕的皮肤黑白分明看来，这并不是他
原来的肤色。他面容憔悴，这就清楚地说明
他是久病初愈而又历尽了艰苦。他左臂受过
伤，现在动作品来还有些僵硬不便。

试问，一个英国的军医在热带地方历尽艰苦，
并且臂部负过伤，这能在什么地方呢？自然只
有在阿富汗了。”
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逻辑学研究什么？
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逻辑学研究什么？

Ax. 1. (P(φ) ∧ 2 ∀x(φ(x) → ψ(x))) → P(ψ)
Ax. 2. P(¬φ) ↔ ¬P(φ)
Th. 1. P(φ) → 3 ∃x φ(x)
Df. 1. G(x) ↔ ∀φ(P(φ) → φ(x))
Ax. 3. P(G)
Th. 2. 3 ∃x G(x)
Df. 2. φ ess x ↔ φ(x) ∧ ∀ψ (ψ(x) → 2 ∀y(φ(y) → ψ(y)))
Ax. 4. P(φ) → 2 P(φ)
Th. 3. G(x) → G ess x
Df. 3. E(x) ↔ ∀φ(φ ess x→ 2 ∃y φ(y))
Ax. 5. P(E)
Th. 4. 2 ∃x G(x)
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哥德尔

爱因斯坦晚年曾说还去高研院办公室的目的是“just to have the
privilege of walking home with Kurt Gödel.” 13



逻辑学研究什么？

• 最通俗的说: 研究“靠谱”的推理形式
• 具体推理:

所有元培的同学都是好奇的 小韩是元培的同学
小韩是好奇的

• 推理形式
所有A都是B a是A

a是B

• 用形式语言表达的推理形式
∀x(A(x) → B(x)) A(a)

B(a)

写成形式语言的公式: (∀x(A(x) → B(x)) ∧ A(a)) → B(a)
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逻辑学研究什么？

推理形式那么多,哪些推理形式是 “靠谱”的呢?

简单说就是保真: (在任何情况下)如果前提真则保证结论真,我们
也把这样的推理形式叫做有效的.

就像密封的水管，干净水进去的话流出来的也是干净水。注意:
如果你往水管里放脏水，那不能赖水管了... 15



逻辑学家干的事

组装密封水管，保证干净的水能到达我们想要的地方。
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这个意义下，逻辑学家都是水管工
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为什么要用形式语言?

看上去应该保真的推理形式...
A is better than B B is better than C

A is better than C

似乎是靠谱的,但是考虑如下的推理:

• Philosophy is better than nothing.
• Nothing is better than money.
• Therefore: Philosophy is better than money!

这个具体推理的结论也许对哲学系的同学来说是愿意接受的，但
推理是不靠谱的。

自然语言有歧义,所以我们要使用清晰的形式语言,并避免歧义,
确定一句话什么时候真，什么时候假。

可是真假又怎么判定呢? 18



通俗的原始图景: 形式语言、模型、推理系统

自然语言:

精确化
��

句子 句子

形式语言:

真值语义

公式

语义

推理系统 (⊢) //公式

语义

模型: 性质
包含 (⊨) //性质

世界:

抽象化

OO

事实 事实

我们希望:

• 所有有效的模式都能通过几条简单的公理和规则推出来.
• 所有能推出来的也都是有效的.

这就涉及到推理系统了. 19



一个命题逻辑的推理系统

对于只包含经典的 ¬ (并非),→ (如果那么)的有效的推理模式都
可以用以下这三条公理模式和一条推理规则推出来.

公理模式:

Ax1 A→ (B→ A)
Ax2 (A→ (B→ C)) → ((A→ B) → (A→ C))
Ax3 (¬B→ ¬A) → (A→ B)

分离规则 (Modus Ponens):

A→ B A
B
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例子: 证明 A→ A

Ax1 A→ (B→ A)
Ax2 (A→ (B→ C)) → ((A→ B) → (A→ C))
Ax3 (¬B→ ¬A) → (A→ B)

分离规则 (Modus Ponens): A→B A
B

一个 A→ A的证明 (彩色为公理模式里代入的相应部分)

1. A→ ((A→ A) → A) Ax1特例
2. (A→ ((A→ A) → A)) → ((A→ (A→ A)) → (A→ A)) Ax2
3. (A→ (A→ A)) → (A→ A) MP(1, 2)
4. A→ (A→ A) Ax1
5. A→ A分离 (3, 4)
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校友评价

冯友兰评价金岳霖：“我们俩互有短长。他的长处是能把很简单的
事情说得很复杂；我的长处是能把很复杂的事情说得很简单。”

张维迎：“我相信逻辑，比如说，有一个峡谷，所有人都说过不
去，那里是万丈深渊，但如果逻辑推论出那里应该有一座桥，我
就会走过去。”

用显微镜看推理，精确意义上的有效，不积跬步无以至千里.

（通常来讲）优势是对就是对，“劣势”是错就是错。
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精确既简单又难: ChatGPT Mar.23 version, GPT-4 model

23



精确既简单又难: ChatGPT Mar. 23 version, GPT-4 model
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证明所有马都是一个颜色?

对马的个数 n做归纳，证明任意 n匹马的颜色是一样的:

• n = 1显然
• 假设 n = k时要证的成立，要证明 n = k+ 1也对:

• 把 k+ 1匹马排个队

• 前 k匹算一组 (没有最后一匹)，后 k匹算一组 (没有第一匹)
• 按归纳假设（对 k），每组中的马都是同一个颜色
• 因为这两组中有重复的马
• 所以这 k+ 1马都是一样的颜色

• 按归纳法，所有马是同一个颜色

哪里出了问题？
25



对精确不多余的操心：逻辑学的发展历程

几次数学危机说明逻辑学家的操心不是多余的。

• 起源于哲学：亚里士多德... (有效论证的工具)
• 成熟于数学：布尔、弗雷格、哥德尔... (研究数学的数学)
• 繁荣于计算机科学：图灵... (计算机的 “微积分”)
• 输出工具到语言学、法学、微观经济学等
• 反过来逻辑技术继续促进哲学的发展: 清晰概念,严格论证,
澄清假设,探求推论,保持一致 (无矛盾)

除了具体推理，更关心元问题，特别是否定性的结果：数学系
统不能证明什么？计算机不能解决什么样的问题？形式语言不
能表达什么样的性质？等等
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数学、哲学、计算机

还有密切相关的语言学。一般哲学、数学、计算机系都有相关课
程。
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一些著名的水管工（图片来自 Logicomix）
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别人对水管工的的看法

逻辑学家通常分布在哲学、数学、计算机的院系.

他们自认为是：

• 哲学家中的哲学家
• 数学家中的数学家
• 计算机科学家中的计算机科学家

(历史上诸位伟大的逻辑学家们确实做到了)

现实中的逻辑学家常被外人认为是:

• 哲学系的数学家
• 数学系的计算机科学家
• 计算机系的哲学家

来自：高思存 UCSD

立志做 “三体人”.
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现代逻辑学已经发展出各种细致的分支

不同背景的逻辑学家对于逻辑学的范围和理解也会有所不同，动
机也不一样.

图片来源：https://kknews.cc/news/pq4oqaj.html

我和同事们画的 A Map of Logic:
https://shimo.im/mindmaps/fADiE5EaUU4EjNyB 30
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主要分支: 出发点和重心不同，但都用形式化工具进行研究

• 数理逻辑: 集合论,模型论,递归论 (可计算理论),证明论,
TAC(逻辑相关的拓扑,代数和范畴论及类型论等)

• 计算机逻辑: 计算模型,自动定理证明,有穷模型论,模型检
测,自动机理论,可满足性判定,逻辑程序,计算复杂性,进程
代数,程序设计语言的语义,人工智能中的逻辑...

• 哲学逻辑: 模态逻辑,非经典逻辑 (直觉主义,多值,弗协调,非
单调,量子...),逻辑哲学的技术性问题 (真理论,指称...)

• 其他领域: 语言学中的形式语义与句法分析 (λ-calculus,
Lambek演算,类型论)等,法律逻辑,博弈论基础，社会选择

• 大量的交叉：e.g.,直觉主义类型论作为计算机形式化数学半
自动推理的工具 (如 Coq和 Lean)，好多位图灵奖得主的工
作都是用模态逻辑做计算机的工作。
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逻辑学的很多子领域都具有很强的哲学意味

很多主题是对特定概念的形式化分析：

• 数理逻辑：e.g.,什么是证明/无穷/集合/随机...
• 哲学逻辑：e.g.,什么是真/必然/知识/道义...
• 计算机逻辑：e.g.,什么是计算/因果/并行/程序等价...

哲学思考和对根本性问题的钻研有助于做出好的技术工作。技术
工具又可以让我们用类似数学的方式去刻画哲学理论。

形式语言、模型、语义、证明系统都有各种选择，具有很大的自
由度，使得逻辑学是一扇通往很多领域的大门。
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严格基础带来证明的边界

使用形式语言描述关于集合的基本假设：公理化的集合论ZFC
Extensionality ∀x∀y(x ≈ y↔ ∀z(z ∈ x↔ z ∈ y))
Paring ∀x∀y∃z∀w(w ∈ z↔ w ≈ x ∨ w ≈ y)
Union ∀x∃y∀z(z ∈ y↔ ∃w(w ∈ x ∧ z ∈ w))
Empty set ∃x∀y(¬y ∈ x)
Infinity ∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ X→ y ∪ {y} ∈ x))
Power set ∀x∃y∀z(z ∈ y↔ ∀w(w ∈ z→ w ∈ x))
Replacement ∀x ∈ y∃!zR(x, z) → ∃w∀v(v ∈ w↔ ∃x(x ∈ y ∧ R(x, v))
Regularity ∀x(¬x ≈ ∅ → ∃y ∈ x(x ∩ y ≈ ∅))
Choice ∀x((¬∅ ∈ x ∧ ∀y∀z ∈ x(¬y ≈ z→ y ∩ z ≈ ∅))

→ ∃y∀z ∈ x∃!w ∈ z(z ∈ y)))

哥德尔: 足够强的没矛盾的数学系统不能证明自身没有矛盾.

无穷也是有大小的，有没有什么无穷比自然数的无穷大而比实数
的无穷小？这个问题独立于 ZFC (哥德尔 +Cohen). 33



Handbook of Philosophical Logic n卷本

哲学逻辑在计算机里有大量的应用,计算机的应用反过来又推动
了逻辑的进步. 图灵奖得主: McCarthy, Pnueli, Scott, Clarke ... 34



人工神经元网络的开山之作
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更一般的

通过了解逻辑学，你可以:

• 对矛盾更加敏感，提高信息免疫力!
• 保持一致性,有意识的考虑决策的逻辑后承
• 知道为什么要遵从逻辑推理的规则
• 公理化的思维方式：第一性原则
• 有意识的避免一些逻辑谬误
• 抽象的看语言和推理的意识
• 更全面的考虑各种可能性
• 发现很多看起来模糊的东西都可以精确的研究
• 更加谨慎的态度，刨根问底的精神
• 发现一些不同学科间的联系
• 对策略性活动的精算也许有一定帮助
• 至少多过一个节：世界逻辑日 (1.14)
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世界逻辑日致辞-教科文组织总干事奥德蕾·阿祖莱

“因为担心失衡跌倒，我们的思想紧紧抓住逻辑这个扶手。”–安德烈·纪
德《新粮》

......

逻辑之所以得到如此广泛的研究，也得益于并且可能主要得益于它具
有诸多实际应用功能。逻辑在科学、工程学、认知心理学、语言学、传
播学的发展中发挥了重要作用。逻辑作为创新的源泉，也切实推动了
思想变革。......

我们被逻辑包围，但却很少意识到其存在——我们经常在不知不觉中
应用逻辑。

因此，为了让人们充分认识到这一学科对于知识发展的重要意义，教
科文组织宣布 1月 14日为“世界逻辑日”。之所以特地选择 1月 14日，
是为了纪念二十世纪的两位逻辑学巨匠：库尔特·哥德尔（Kurt Gödel），
去世于 1978年 1月 14日，其不完全性定理改变了二十世纪逻辑研究的
面貌；阿尔弗雷德·塔斯基（Alfred Tarski），出生于 1901年 1月 14日，
其理论与哥德尔的理论形成了对话。 37



北大与逻辑：德先生和赛先生的朋友逻先生也很重要

• 严复（译《穆勒名学》，《名学浅说》）
• 胡适（哥伦比亚大学）
• 章士钊 (阿伯丁大学，《逻辑指要》，力推音译 “逻辑”)
• 汪奠基（巴黎大学）
• 张申府（罗素铁粉）
• 金岳霖（哥伦比亚大学）
• 沈有鼎（哈佛、海德堡）
• 王宪钧（柏林、维也纳）
• 胡世华（维也纳、明斯特）
• 吴允曾（燕京大学哲学，数学，语言学）
• 马希文（力学，统计，计算机，语言学,音乐）
• 康宏逵（模态逻辑翻译《这本书叫什么》《哥德尔》）

目前逻辑学在北大主要分布于: 哲学,数院,信科

北大的优势在于高水平的综合和交叉，给人的全面发展提供土壤. 38



相关信息

北京大学逻辑、语言与认知中心 (logic.pku.edu.cn)

B站: PKULOGIC space.bilibili.com/702260389
公众号：数理哲学

39
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双学位项目

相关信息
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https://mp.weixin.qq.com/s/IgBGrPPvsK5G2d7ebmgTwQ


宋文坚逻辑学奖学金

相关信息
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https://logic.pku.edu.cn/xzdt/zxtz/514143.htm


这个报告只能让大家有一些基本的概念

Learning it by constructing and using it for puzzles!
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科普类参考书 (点击题目看具体信息)

• 熊明《逻辑: 从三段论到不完全性定理》
• Graham Priest: A Very Short Introduction to Logic
• Martin Davis: Engines of Logic: Mathematicians & the
Origin of the Computer，中文版

• Logicomix，中文版

入门教材类:

• 邢滔滔《数理逻辑》
• 郝兆宽、杨睿之、杨跃《数理逻辑：证明及其限度》
• 赵希顺《简明数理逻辑》
• 余俊伟，赵晓玉，裘江杰，张立英《数理逻辑》
• 文学锋《模态逻辑教程》
• Open Logic Project
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https://book.douban.com/subject/26759184/
https://book.douban.com/subject/1781938/
https://book.douban.com/subject/1919642/
https://book.douban.com/subject/1919642/
https://book.douban.com/subject/30171335/
https://book.douban.com/subject/3713667
https://book.douban.com/subject/27667473/
https://book.douban.com/subject/3175037/
https://book.douban.com/subject/35210053/
https://book.douban.com/subject/35680098/
https://book.douban.com/subject/35422103/
https://book.douban.com/subject/35429192/
https://openlogicproject.org/
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