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回顾技术内容

带入自由和自然推演规则中对名字的“新鲜性”的限制都源于一个核心直观：避免
不同语境对同一个名字的不同使用的冲突。

量词改变变量名字的指称（指称可以被量词改变的名字就是变量名字）。

• ∀𝑥: 对于随便一个什么东西，让我们暂时称它为 𝑥，…
• ∃𝑥: 有这么一个东西，让我们暂时称它为 𝑥，…

“一个人还是要有人爱才好”：∀𝑥(¬∃𝑦𝐿(𝑦,𝑥)→¬𝐻(𝑥))。

• 哪怕 𝑦 是一个人，从这个句子我们推不出 ¬∃𝑦𝐿(𝑦,𝑦)→¬𝐻(𝑦)
• 但我们可以推出 ¬∃𝑦𝐿(𝑦,𝑧)→¬𝐻(𝑧)
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练习

∀𝑥∃𝑥(∀𝑦∃𝑥(𝐺(𝑥)→𝐻(𝑦,𝑥))∨𝑅(𝑥,𝑦))
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凭什么说推不出

𝐿(𝑥,𝑦)：𝑥 威胁到 𝑦
𝐻(𝑥)：𝑥 是白棋
𝑦 是右下角的马。
此时
一个子不被威胁就不是白棋
∀𝑥(¬∃𝑦𝐿(𝑦,𝑥)→¬𝐻(𝑥))
但并非
如果没有哪个子威胁自己，那 𝑦
不是白棋 ¬∃𝑦𝐿(𝑦,𝑦)→¬𝐻(𝑦)
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凭什么说推不出

𝜙 ⊬𝜓当且仅当存在一个对函数，谓词，和名字的解释使得在其中 𝜙为真而 𝜓为假。

• 这一方面是我们对一个负责刻画关于“存在，任意，与或非”的绝对正确的推
理的推演系统的直观要求，

• 另一方面这也是我们也通过将语言和解释数学化得到的一个技术定理。

数学解释也是解释。所以我们有基于集合论的一阶逻辑形式语义学。最一般的完全
性定理是在集合论中实现的。

简单例子：∃𝑥𝑃(𝑥)∧∃𝑥𝑄(𝑥) ⊬ ∃𝑥(𝑃(𝑥)∧𝑄(𝑥))。有的数字等于 1，有的数字等于 2，
但没有数字既等于 1又等于 2。
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推演系统举例

∀的消去和引入：

• 消去：只要不引发语义冲突，随意带入。
• 引入：确保有一个崭新的工具变量。

∀𝑥𝑅(𝑥,𝑥) ⊢ ∀𝑦𝑅(𝑦,𝑦)
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推演系统举例

∀的消去和引入：
{∀𝑥𝑃(𝑥),∀𝑦(𝑃(𝑦)→𝑄(𝑦)))} ⊢ ∀𝑥𝑄(𝑥)
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推演系统举例

∀的消去和引入：
∅⊢ ∀𝑥(∀𝑦𝑃(𝑦)→𝑃(𝑥))
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推演系统举例

∀的消去和引入：
∀𝑥∀𝑦(¬𝑅(𝑥,𝑦)→𝑅(𝑦,𝑥)) ⊢ ∀𝑦𝑅(𝑦,𝑦)
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推演系统举例

∃的消去和引入：
• 引入：可以随意把具体的例子（项）抽象成存在命题。最好使用崭新的变量来
换掉具体的项。

• 消去：“已知存在一个 𝜙。不妨称这样的一个 𝜙 为 𝑧。我们证出来的与 𝑧 无关的
𝜓 只依赖于 𝜙 的存在性。”

∃𝑥𝑃(𝑥) ⊢ ∃𝑦𝑃(𝑦)
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推演系统举例

∃的消去和引入：
∃𝑥𝑅(𝑥,𝑥) ⊢ ∃𝑥∃𝑦𝑅(𝑥,𝑦)

注意反过来明显不对：∃𝑥∃𝑦𝑅(𝑥,𝑦) ⊬ ∃𝑥𝑅(𝑥,𝑥)。我们可以通过画一个包含两个元
素的反例来说明。
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推演系统举例

∃的消去和引入：
{∀𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥)),∃𝑥𝑃(𝑥)} ⊢ ∃𝑥𝑄(𝑥)
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推演系统举例

∃的消去和引入：
{∃𝑥𝑃(𝑥),∀𝑥(𝑃(𝑥)→ ∃𝑦(𝑅(𝑥,𝑦)∧𝑄(𝑦)))} ⊢ ∃𝑥𝑄(𝑥)
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推演系统举例

∃的消去和引入：
“A simple proof that a power of an irrational number to an irrational exponent
may be rational.”

已知 √2是无理数。

然而 √2√2 要么是有理数要么是无理数：

• 若 √2√2 是有理数，则 (√2,√2)见证了“存在无理数的无理数次方是有理数”
这个命题。

• 若 √2√2 是无理数，则 (√2√2,√2)是见证，因为
(√2√2)√2 =√2(√2⋅√2) =√22 = 2。

如果我们取 𝑅：“是有理数”，𝑎：√2，𝑓(𝑥)：𝑥√2，则我们其实在证明的是：

{¬𝑅(𝑎),𝑅(𝑓(𝑓(𝑎)))} ⊢ ∃𝑥(¬𝑅(𝑥)∧𝑅(𝑓(𝑥))).
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推演系统举例
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自然语言中“随便挑一个”的错误用法

假设 ∀𝑥∃𝑦𝑅(𝑥,𝑦)：

• 随便挑一个东西 𝑎。由假设，∃𝑦𝑅(𝑎,𝑦)。
• 不妨称这个被 𝑎 𝑅 的东西为 𝑏。则 𝑅(𝑎,𝑏)。
• 𝑎 是随便挑的，所以 ∀𝑥𝑅(𝑥,𝑏)。
• 把 𝑏 这个具体的例子抽象掉，我们有 ∃𝑦∀𝑥𝑅(𝑥,𝑦)。

这个证明当然是错的，当我们通过量化概括跳出一个语境的时候，在这个语境中创
造的所有变量都要消灭掉。
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• 𝑎 是随便挑的，所以 ∀𝑥𝑅(𝑥,𝑏)。
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常见套路推演

全称分配：∀𝑥(𝜙∧𝜓) ⊣⊢ ∀𝑥𝜙∧∀𝑥𝜓
单向全称分配：∀𝑥𝜙∨∀𝑥𝜓 ⊢ ∀𝑥(𝜙∨𝜓)
存在分配：∃𝑥(𝜙∨𝜓) ⊣⊢ ∃𝑥𝜙∨∃𝑥𝜓
单向存在分配：∃𝑥(𝜙∧𝜓) ⊢ ∃𝑥𝜙∧∃𝑥𝜓
德摩根：

• ∀𝑥𝜙 ⊣⊢¬∃𝑥¬𝜙
• ∃𝑥𝜙 ⊣⊢¬∀𝑥¬𝜙
• ¬∀𝑥𝜙 ⊣⊢ ∃𝑥¬𝜙
• ¬∃𝑥𝜙 ⊣⊢ ∀𝑥¬𝜙
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汉语中的量化现象



基本构造

“每一个 𝜙 的东西都 𝜓”：∀𝑥(𝜙→𝜓)

“有一个 𝜙 的 𝜓”：∃𝑥(𝜙∧𝜓)
“有效的命题逻辑公式都是可证的”

• ∀𝑥((公式(𝑥)∧有效(𝑥))→可证(𝑥))

• ∀𝑥⒧⒧公式(𝑥)∧∀𝑦⒧赋值(𝑦)→真(𝑦,𝑥)⒭⒭→可证(𝑥)⒭

• ∀𝑥⒧⒧公式(𝑥)∧∀𝑦⒧赋值(𝑦)→真(𝑦,𝑥)⒭⒭→∃𝑧⒧证明(𝑧)∧结尾(𝑧,𝑥)⒭⒭
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基本构造

∀𝑥(𝑃(𝑥)∧𝑄(𝑥))和 ∀𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥))的区别和联系：

• ∀𝑥(𝑃(𝑥)∧𝑄(𝑥)) ⊢ ∀𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥))
• 反之不然。

所以相对于“每个 P也都是 Q”，∀𝑥(𝑃(𝑥)∧𝑄(𝑥))说得太强，太难为真。
∃𝑥(𝑃(𝑥)∧𝑄(𝑥))和 ∃𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥))的区别和联系类似。

∃𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥)) ⊣⊢ ∃𝑥(¬𝑃(𝑥)∨𝑄(𝑥))
⊣⊢ ∃𝑥¬𝑃(𝑥)∨∃𝑥𝑄(𝑥)

所以相对于“有一个 P它也是 Q”或者“有一个 Q的 P”，∃𝑥(𝑃(𝑥)→𝑄(𝑥))说得太
弱，太容易为真。
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例子

如下论证是有效的：

狗都是动物
狗的脑袋都是动物的脑袋

形式化：

∀𝑥(𝐷(𝑥)→𝐴(𝑥))
∀𝑥(∃𝑦(𝐷(𝑦)∧𝐻(𝑥,𝑦))→ ∃𝑦(𝐴(𝑦)∧𝐻(𝑥,𝑦)))

德摩根注意到这是亚里士多德三段论不能形式化的有效推理。
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例子

每个全善的东西都消灭了所有它能消灭的邪恶的东西

全能的东西能消灭所有东西
不存在被某个东西消灭了的东西
存在邪恶的东西
不存在全善且全能的东西

形式化：

∀𝑥(𝐺(𝑥)→ ∀𝑦((𝐶(𝑥,𝑦)∧𝐸(𝑦))→𝐷(𝑥,𝑦)))
∀𝑥(𝑃(𝑥)→ ∀𝑦𝐶(𝑥,𝑦))
¬∃𝑥∃𝑦𝐷(𝑦,𝑥)
∃𝑥𝐸(𝑥)
¬∃𝑥(𝐺(𝑥)∧𝑃(𝑥))
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例子

所有东西都有原因

原因的原因也是原因
有个东西是自身的原因

形式化：

∀𝑥∃𝑦𝐶(𝑦,𝑥)
∀𝑥∀𝑦∀𝑧((𝐶(𝑧,𝑦)∧𝐶(𝑦,𝑥))→𝐶(𝑧,𝑥))
∃𝑥𝐶(𝑥,𝑥)

这个推理是无效的，但为了构造反例你必须使用包含无穷多个东西的结构。
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数数

“教室里有不止一个人”

错误的：∃𝑥∃𝑦(是人(𝑥)∧是人(𝑦)∧在里面(𝑥,𝑐)∧在里面(𝑦,𝑐))。
正确的：∃𝑥∃𝑦(是人(𝑥)∧是人(𝑦)∧在里面(𝑥,𝑐)∧在里面(𝑦,𝑐)∧¬𝑥 = 𝑦)
方便起见我们没有区分 =和 =̇。¬𝑠 = 𝑡 通常写作 𝑠 ≠ 𝑡。
“小明是教室里的人里面最高的”
在里面(𝑚,𝑐)∧∀𝑥((是人(𝑥)∧在里面(𝑥,𝑐)∧𝑥 ≠𝑚)→更高(𝑚,𝑥))
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数数

“教室里恰有一个人”

∃𝑥(𝐻(𝑥)∧𝐼(𝑥,𝑐))∧¬∃𝑥∃𝑦(𝐻(𝑥)∧𝐼(𝑥,𝑐)∧𝐻(𝑦)∧𝐼(𝑦,𝑐)∧𝑥 ≠ 𝑦)
短一点的：
∃𝑥⒧𝐻(𝑥)∧𝐼(𝑥,𝑐)∧∀𝑦⒧⒧𝐻(𝑦)∧𝐼(𝑦,𝑐)⒭→ 𝑥 = 𝑦⒭⒭

一般来说，“恰有一个 𝜙”：∃𝑥(𝜙(𝑥)∧∀𝑦(𝜙[𝑦/𝑥]→ 𝑦 = 𝑥))
“两点确定一条直线”：对任意两个点，恰有一条直线包含它们。
∀𝑥∀𝑦((𝑃(𝑥)∧𝑃(𝑦)∧𝑥 ≠ 𝑦)→
∃𝑧(𝐿(𝑧)∧𝐼(𝑥,𝑧)∧ 𝐼(𝑦,𝑧)∧∀𝑧 ′((𝐿(𝑧 ′)∧ 𝐼(𝑥,𝑧 ′)∧ 𝐼(𝑦,𝑧 ′)→ 𝑧 ′ = 𝑧)))
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“只”

“只有物理的东西存在”：∀𝑥𝑃ℎ𝑦𝑠𝑖𝑐𝑎𝑙(𝑥)
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“只喜欢猫的人不喜欢狗”：∀𝑥((𝐻(𝑥)∧∀𝑦(𝐿(𝑥,𝑦)→𝐶(𝑦)))→¬∃𝑦(𝐷(𝑦)∧𝐿(𝑥,𝑦)))
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关于充分条件和必要条件

我们之前提到只使用实质蕴涵来形式化充分条件和必要条件是不合适的。

例子：“团结既不是胜利的充分条件也不是胜利的必要条件”。
这句话明显是有可能的，但如果我们只使用实质蕴涵的话，我们只能做到

¬(𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒𝑑 → 𝑣𝑖𝑐𝑡𝑜𝑟𝑦)∧¬(𝑣𝑖𝑐𝑡𝑜𝑟𝑦 →𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒𝑑)
≡𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒𝑑 ∧¬𝑣𝑖𝑐𝑡𝑜𝑟𝑦 ∧𝑣𝑖𝑐𝑡𝑜𝑟𝑦 ∧¬𝑢𝑛𝑖𝑡𝑒𝑑

这是逻辑上矛盾的。
用一阶逻辑以及某种较强的存在论假设，我们可以使用

¬∀𝑠((𝑃𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑠)∧𝑈(𝑠))→𝑉(𝑠))∧¬∀𝑠((𝑃𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑠)∧𝑉(𝑠))→𝑈(𝑠))
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另一个例子

“每个人的自由发展是一切人的自由发展的条件”

很明显不能是 ∀𝑥(𝐻(𝑥)→𝐹(𝑥))→ ∀𝑥(𝐻(𝑥)→𝐹(𝑥))。
也不能是 ∀𝑥(∀𝑥(𝐻(𝑥)→𝐹(𝑥))→ (𝐻(𝑥)→𝐹(𝑥)))。
“对任意一个人 𝑥，所有人的自由发展是 𝑥 的自由发展的条件”

∀𝑥⒧𝐻(𝑥)→⒧𝐹(𝑥)→ ∀𝑦(𝐻(𝑦)→𝐹(𝑦))⒭⒭

一个好的练习：上面这句话和 ∃𝑥(𝐻(𝑥)∧𝐹(𝑥))→ ∀𝑦(𝐻(𝑦)→𝐷(𝑦))等价。
我们没有使用可能性：有点复杂。
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“除非”

“所有素数都是奇数，除了 2”

• ∀𝑥(𝑥 ≠ 2→ (𝑃(𝑥)→𝑂(𝑥)))
• ∀𝑥(𝑃(𝑥)→ (𝑂(𝑥)∨𝑥 = 2))

“教室里除了人还是人”∀𝑥(¬𝐻(𝑥)→ (𝐼(𝑥,𝑐)→𝐻(𝑥)))
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看上去有歧义

“每个人都养了一只猫”/“每个人都读过一本书”

• ∀𝑥(𝐻(𝑥)→ ∃𝑦(𝐶(𝑦)∧𝑂(𝑥,𝑦)))
• ∃𝑦(𝐶(𝑦)∧∀𝑥(𝐻(𝑥)→𝐶(𝑥,𝑦)))

“有本书总是有一个人在读”

• ∃𝑥(𝐵(𝑥)∧∀𝑡(𝑇 (𝑡)→ ∃𝑦(𝐻(𝑦)∧𝑅(𝑦,𝑥,𝑡))))
• ∃𝑥(𝐵(𝑥)∧∃𝑦(𝐻(𝑦)∧∀𝑡(𝑇 (𝑡)→𝑅(𝑦,𝑥,𝑡))))

“一个好的医生肯定会拉丁语”

• ∀𝑥(𝐺𝐷(𝑥)→𝐿(𝑥))
• ∃𝑥(𝐺𝐷(𝑥)∧𝐿(𝑥))
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另一个困难

Donkey Sentence: ‘Every farmer who owns a donkey beats it.’

通行翻译：∀𝑥(𝐹(𝑥)→ ∀𝑦((𝐷(𝑦)∧𝑂(𝑥,𝑦))→𝐵(𝑥,𝑦)))
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“那个”，摹状词

有时候一个性质唯一确定一个对象，比如在 𝑎 ≠ 𝑏 时“通过点 a和点 b的直线”。

有时候我们只能通过性质来确定对象，比如“那把让你小脚趾很疼的椅子”，“那个
发出了让哈勃望远镜在 x方向刚刚接收到的光子的星星”。
这种构造在英语里有明确的语法标志：“the”，比如 ‘the chair that hit your toe’,
‘the star you saw this morning’等。
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摹状词

罗素式的分析：‘the 𝜙 is 𝜓’的意思是恰好有一个 𝜙，而且这个东西是 𝜓。

‘The cat I own is fat’: ∃𝑥(𝐶(𝑥)∧𝑂(𝑖,𝑥)∧∀𝑦((𝐶(𝑦)∧𝑂(𝑖,𝑦))→ 𝑦 = 𝑥)∧𝐹(𝑥))
罗素式分析的一个问题：带摹状词的句子总是有真假。
考虑“北大章程中规定的校歌不是燕园情”。根据罗素式的分析，这句话是假的。但
我们的直观是这句话最好不说真假，而是说这句话预设失效，就像“你是不是戒烟
了”一样。
“那个 𝜙𝜓”的预设是恰好有一个 𝜙。
这句话本身的意思在预设成立的时候可以等价地理解为

• ∃𝑥(𝜙(𝑥)∧𝜓(𝑥))或
• ∀𝑥(𝜙(𝑥)→𝜓(𝑥))。
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摹状词

“我讨厌那个骗了我的人”:

• 预设是 ∃𝑥(𝐻(𝑥)∧𝐿(𝑥,𝑖)∧∀𝑦((𝐻(𝑦)∧𝐿(𝑦,𝑖))→ 𝑦 = 𝑥))
• 意思可以是 ∃𝑥(𝐻(𝑥)∧𝐿(𝑥,𝑖)∧𝐷(𝑖,𝑥))
• 也可以是 ∀𝑥((𝐻(𝑥)∧𝐿(𝑥,𝑖))→𝐷(𝑖,𝑥))

预设通常只要求在说话的语境中成立。
摹状词的使用也容易导致主观上有意义的句子客观来看缺乏意义，比如

• 你以为你的外卖被 𝑥 偷了（其实没有），然后你在 𝑥 面前说“那个偷了我的外
卖的人准备好进监狱吧”。

• 你用这句话想表达的意思是“𝑥 你准备进监狱吧”
• 但这句话客观上预设失败。
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一阶逻辑的极限

“有无穷多只青蛙。”
定理
令 𝑃 是一个一元谓词。不存在一个一阶逻辑句子 𝜑 使得对任何可以解释 𝜑 中使用
的非逻辑符号以及谓词 𝑃 的结构 𝔄，

𝔄⊨ 𝜑 当且仅当 𝑃𝔄 是无穷的。

反设一个 ℒ-句子 𝜑 表达了 “有无穷多个 𝑃”。考虑扩张的语言 ℒ+，其中我们对每个
自然数 𝑖 新加入一个常量 𝑐𝑖。
接下来考虑 ℒ+-公式集 Γ = {¬𝜑,…,𝑐𝑖 ≠ 𝑐𝑗,…,𝑃(𝑐𝑖),…}(𝑖 ≠ 𝑗)。Γ ⊨⊥，但 Γ ⊬⊥。
为什么 Γ ⊬⊥? 因为对任意 Γ 的有穷子集 Γ0 都有 Γ0 ⊬⊥，而这又是因为 Γ0 ⊭⊥。
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一阶逻辑的极限

定理
一阶逻辑具有紧致性：对任何公式集 Γ，如果对 Γ 的每一个有穷子集都存在一个
结构满足它，那也有一个结构满足 Γ 全体。

利用紧致性，我们可以证明下面的句子都不能不引入没有直接提到的概念而翻译到
一阶逻辑：

• For every human being there is a chicken. (There are more chicken than
there are human beings.)

• Some critics admire only one another.
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